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Рассмотрены трижды дифференцируемые функции, область определения которых 
можно разбить на несколько интервалов (зон) с существенно различными ско-
ростями роста функции. Дано строгое определение точки оптимума через кривизну 
кривой. Для двух классов выпуклых двузонных функций задача нахождения точек 
оптимума решена в общем виде.  
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Результаты естественных, производственных или экономических 
процессов обычно зависят от многих факторов. Если мы зафиксируем 
все факторы, кроме одного, то получим зависимость, которая описы-
вается функцией одной переменной. При исследовании таких функций 
наибольший интерес представляют точки экстремума и точки переги-
ба, для нахождения которых используется аппарат дифференциально-
го исчисления.  
В этой статье мы рассматриваем процессы, в которых область из-
менения фактора, который является аргументом, можно условно раз-
бить на несколько интервалов. В каждом из интервалов график функ-
ции близок к линейному, но функция на них возрастает (или убывает) 
с существенно различными скоростями. Такие интервалы будем назы-
вать зонами, а соответствующие функции (графики) — n-зонными. 
Представляет интерес определение точек на оси абсцисс, которые яв-
ляются границами этих зон.  
В качестве примера двузонных функций, применяемых на прак-
тике, можно привести функции 1 xy k e   на интервале  ,   и 
2 2 21
xy
x
   на интервале  10, .  Первую используют для анализа 
серии процессов с экспоненциальной составляющей [1, 2], вторую — 
для аппроксимации кривых буксирования мобильных энергетических 
систем [3, 4].  
В данной статье предпринята попытка формализации понятий  
n-зонной функции (кривой) и точки разделения зон, которую будем 
называть точкой оптимума функции одной переменной. Для выпук-
лых вниз кривых понятие точки оптимума введено в работе [5], где 
под этим понимается точка кривой, которая наиболее удалена от от-
резка, соединяющего концы кривой. Физический смысл такого поня-
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тия раскрыт авторами данной статьи в работе [6]. Ниже предлагается 
определять точку оптимума как точку, в которой достигается локаль-
ный максимум кривизны. 
Рассмотрим двузонную выпуклую кривую, которая является графи-
ком функции    2 ,y x C a b  с граничными точками   ,A a y a  и 
  ,B b y b . Пусть точка   ,C c y c  есть гипотетическая точка раздела 
зон. Поскольку на интервалах  ,a c    и  ,c b   при  0   функция 
 f x  почти линейная, то ее кривизна на этих интервалах мала. На ин-
тервале  ,c c     существенно изменяется значение производной, а 
следовательно, в точках этого интервала кривизна кривой будет дости-
гать сравнительно больших значений. Таким образом, в качестве точки 
раздела зон можно взять точку максимума кривизны этой кривой.  
Определение. Точкой оптимума (точкой раздела зон) кривой из 
класса  2 ,C a b  называется точка, в которой кривизна кривой дости-
гает локального максимума.  
Определение. Зоной кривой из класса  2 ,C a b  называется про-
межуток между двумя соседними точками оптимума либо промежу-
ток между границей области определения и ближайшим оптимумом.  
Как известно, кривизна плоской кривой, заданной в виде   ,y x  вы-
числяется по формуле  
      3/22 ,1
y x
k x
y x


  (1) 
поэтому уравнение для определения точки оптимума имеет вид  
    ,max max.c a b k c   (2) 
Если    3 ,y x C a b  и функция  y x  является выпуклой или вогну-
той, то выражение (2) можно заменить на условие 
   0.k c   (3) 
Будем рассматривать приведенные выше двузонные кривые. Для 
них график кривизны представляет собой кривую типа гауссовой. За-
пишем функцию  
 1 ,xy e     (4) 
где , 0.     
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Поскольку для функции (4)  
 
2
3/22 2 2
,
1
x
x
ek
e

 

  
 
то условие (3) запишется в виде 
 
 
3 2 2 2
5/22 2 2
2 1
0.
1
c c
c
e e
e
  
 
    
  
 
Отсюда точка оптимума для функции (4) 
  2 21 ln 2 .2c     (5) 
Анализ приведенных выше рассуждений показывает, что фор-
мула (5) будет верна и при 0  (более общий случай). 
Например, для функции xy e  имеем 1, 1      и ln 2 .
2
c   
Следовательно, для этого случая ln 2 1,
2 2
C     .  
Для функции 2xy e  получаем 1, 2       и ln8 .
4
c    Сле-
довательно, для этого случая 3ln 2 1, .
4 2 2
C      
Теперь рассмотрим функцию  
 2 2 2 ,1
xy
x
   (6) 
где , 0;     10,x   .  
Для упрощения выкладок перейдем к новой системе координат 
, .z x Y y     Функция (6) в новых координатах запишется в виде 
 2 ,1
zY
z
   (7) 
где 1;     0, 1 .z  
Опуская громоздкие выкладки, связанные с вычислениями про-
изводных, отметим, что условие (3) можно представить в виде 
 
 
,
0,
,
P t
Q t
   
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где  
     21 2, ;P t P t P t     
   12 10 8 6 4 21 2 17 28 17 2 1;P t t t t t t t        (8) 
   8 6 4 22 6 16 10 1.P t t t t t      (9) 
Таким образом, делаем вывод, что при заданном значении   точ-
ка оптимума есть корень уравнения 
 
 
 
1 2
2
,
P t
P t
   (10) 
лежащий в интервале (0, 1).  
График функции приведен на рисунке     
1
2
P x
F x
P x
 . 
График функции  F x  
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Видно, что при любом значении 2 0   уравнение (10) действи-
тельно имеет одно решение, причем оно лежит на более узком интер-
вале  , 1 ,A  где 0,2956A   — наименьший положительный корень 
многочлена  2 .P x  
Отметим, что при 2 0   точка оптимума 1t  , а при 2   
точка оптимума t A . Для удобства ниже приведены значения t  
для некоторых значений параметра :  
 ..........   0,1   0,2    0,4   0,6    0,8      1     2 
t  .......... 0,777 0,686 0,5655 0,486 0,4326 0,3966 0,327 
 
Для возврата к исходным координатам нужно вычислить c  по 
формуле  
 .c t   (11) 
В качестве примера установим оптимум функции 20,12 ,1 3
xy
x
   для 
которой 0,12,   3 1,732.    
Находим 0,12 0,069
1,732
     и определяем, что 0,814.t   Вос-
пользовавшись формулой (11), вычисляем абсциссу точки оптимума 
0,814 0,47.
1,732
c    
Отметим, что предложенное определение точки оптимума явля-
ется локальным. Оно применимо к функциям, графики которых име-
ют асимптоты и положение точки оптимума которых не зависит от 
положения точек, выбранных в качестве концов интервала задания 
функции, внутри которого лежит оптимум. 
Таким образом, дано определение точек оптимума (точек раздела 
зон) функции одной переменной и для функции вида 1 xy e     
получено аналитическое выражение для точки оптимума, а для 
функции вида 2 2 21
xy
x
   — уравнение, позволяющее численно 
определять эту точку оптимума.  
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Determining the optimum points of two classes 
of two-band functions 
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The study tested thrice differentiable functions whose definitional domain can be divided 
into several intervals (zones) with significantly different rates of function growth. A strict 
definition of the optimum point through the curvature of the curve is given. For two 
classes of convex two-band functions the problem of finding the optimum point is solved 
in a general way. 
Keywords: optimal point of one variable function, curvature of the curve, area of the 
function, area of the curve, two-band function, exponent. 
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